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Ge´ome´trie affine, ge´ome´trie symplectique.
Abstract.
In this paper we study the relation between affine manifolds and symplectic
geometry, Liberman and Weinstein have shown that a leaf of a lagrangian folia-
tion is endowed with an affine structure, we translate properties, and conjectures
of affine manifolds in symplectic geometry. This allows to show the Auslander
to be true if the linear holonomy is contained in Gl(n, IZ).
Une varie´te´ symplectique (M,ω) de dimension 2n, est une varie´te´ diffe´rentiable
M , munie d’une 2−forme ferme´e ω, telle que Λnω soit une forme volume de M .
Un feuilletage F de dimension n, de M est lagrangien si et seulement si les
feuilles de L sont isotropes pour ω, ce qui est e´quivalent a` dire que la restriction
de la forme symplectique sur chacune des feuilles est nulle.
Weinstein a montre´ que les feuilles d’un feuilletage lagrangien sont munies
d’une structure de varie´te´s affines, i.e d’une connexion dont les tenseurs de
courbure et de torsion sont nulles. Une telle construction similaire avait e´te´
effectue´e par Paulette Libermann.
Rappelons la construction de Dazord de la connection de Libermann-Weinstein:
Soient L0 une feuille de L, χ(L) l’alge`bre des champs de vecteurs tangents a` L,
et χ(n(L)) l’ensemble des sections du fibre´ normal de L.
La connexion de Bott du feuilletage L est de´finie sur χ(L)⊗ χ(n(L)) par:
∇ˆXY = u([X,Y
′])
ou` Y ′ est un e´le´ment de χ(M) au-dessus de Y , et u la projection canonique
χ(M)→ χ(n(L)). Cette connexion induit sur le dual (χ(n(L)))∗ une connection
∇′ de´finie par la formule classique:
∇′Xf(t) = LX(f(t))− f(∇ˆXt)
La dualite´ symplectique permet d’identifier χ(L) a` (χ(n(L)))∗ puisque L est
un feuilletage lagrangien. Par cette identification, la connection ∇′ induit sur
chaque feuille L0 de L une connexion ∇L0 dont les tenseurs de courbure et de
torsion sont nuls. Ceci est e´quivalent a` de´finir la structure diffe´rentielle de L0
par un atlas dont les fonctions de transitions sont des applications affines.
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Conside´rons un syste`me de coordonne´es de Darboux (q1, .., qn, p1, .., pn) adapte´
au feuilletage, dans ce syste`me le feuilletage est de´fini par les e´quations dq1 =
... = dqn = 0. Les coordonne´es (p1, .., pn) de´finissent la structure affine de
Libermann-Weinstein.
La connexion ∇L0 est le dual de la connexion de Bott. On en de´duit ainsi
un isomorphisme entre l’holonomie de ∇L0 et l’holonomie infinite´simale de L
en L0. Le but de ce papier et de transcrire les proprie´te´s des varie´te´s affines
en utilisant le dictionnaire de´fini par la ge´ome´trie lagrangienne. La topologie
des varie´te´s symplectiques compactes a e´te´ e´tudie´e par divers auteurs, Donald-
son a montre´ l’existence de sous-varie´te´s symplectiques en toutes codimensions,
Auroux a e´tudie´ l’existence de de´formations continues de ces varie´te´s symplec-
tiques. On se sert de ces constructions pour de´montrer la conjecture d’Auslander
lorsque l’holonomie line´aire est contenue dans Gl(n, IZ). Puis nous d’e´tendons
le principe de re´duction de Molino en utilisant la notion de tour de torseurs.
Conjecture d’Auslander et croissance.
Une varie´te´ affine (M,∇M ) est comple`te si et seulement si la connexion ∇M
est ge´ode´siquement comple`te. L. Auslander a conjecture´ que le groupe fon-
damental d’une varie´te´ affine compacte et comple`te (M,∇M ) est polycyclique.
Cette conjecture a faite l’objet de nombreux travaux, et a e´te´ prouve´e dans les
cas suivants:
- La dimension de M est infe´rieure a` 3 par Fried et Goldman,
- La dimension de M est infe´rieure a` 6, par Abels, Soifer et Margulis.
- L’holonomie de la connection∇M est incluse dans O(n−1, 1), par Goldman
et Kamishima.
- Le groupe des transformations affines de (M,∇M ) est de cohomoge´neite´
supe´rieure a` 1 par Tsemo.
Definitions 2.1 Soient (M,L) une varie´te´ diffe´rentiable compacteM , munie
d’un feuilletage L, et (Ui)i∈I un atlas de M tel que la restriction de L a` Ui
est simple. Conside´rons L0 une feuille de L, une plaque Pi de L0. est une
composante connexe de L0 ∩ Ui. Un chemin de L0, est une famille de plaques
(P1, ..., Pl) telle que Pi∩Pi+1 n’est pas vide, l est appele´ la longueur du chemin.
L’application de croissance γUi de´finie sur IN , est de´finie par γUi(n), est le
nombre de plaques qui peuvent eˆtre jointes a` Pi par un chemin de longueur
infe´rieur a` n. La croissance de L0 est celle de l’application γUi .
Supposons queM et la feuille L0 soient compactes, et soient T une transver-
sale locale et connexe de L en L0, et Lˆ0, le reveˆtement unuversel de L0. La
me´thode de suspension de Haefliger permet de repre´senter un voisinage de L0,
comme quotient de Lˆ0× T par l’action ρ du groupe fondamental pi1(L0) de´finie
par les transformations du reveˆtement sur le premier facteur, et l’holonomie sur
le second.
Proposition 2.1
Supposons que la feuille L0 soit compacte, alors la croissance de toute feuille
L1, appartenant au voisinage V de L0, de´finie au paragraphe pre´ce´dent est
majore´e par celle de pi1(L0).
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Preuve.
La transversale utilise´e pour construire la suspension de Haefliger peut eˆtre
choisie compacte. On peut alors appliquer la proposition 1.29 de [6].
Proposition 2.2.
Supposons que la croissance des feuilles de L dans un voisinage de L0 soit
polynomiale, alors pi1(L0) est polycyclique.
Preuve.
Supposons que pi1(L0) ne soit pas polycyclique, alors l’alternative de Tits,
implique l’existence d’un sous-groupe libre de pi1(L0) de rang supe´rieur a` 2. On
en de´duit que l’holonomie infinite´simale de L0 contient aussi un sous-groupe
libre de rang supe´rieur a` 2. La croissance de toute feuille du voisinage de L0 ne
peut eˆtre polynomiale. Une autre preuve de ce re´sultat se trouve dans l’article
de Thurston et Plante.
Dans une version ante´rieure de ce travail, nous avons conjecture´ que toute
varie´te´ affine compacte et comple`te (N,∇N ) est la feuille d’un feuilletage la-
grangien, et les feuilles d’un voisinage de N , ont une croissance polynomiale.
William Goldman nous a communique´ un contre exemple a` cette conjecture que
voici:
Conside´rons la suspension M du tore de dimension 2, T 2 munie de sa struc-
ture riemannienne plate standard au-dessus du cercle T 1, par l’action de IZ
de´finie par un e´le´ment de Gl(2, IZ) hyperbolique, c’est a` dire ayant des valeurs
propres distinctes en valeurs absolues de 1. Le fibre´ cotangent T ∗M de M peut
eˆtre compactifie´ par l’action du tore T 3 agissant fibre a` fibre par des transla-
tions. La varie´te´ M est donc feuille d’un feuilletage lagrangien. La croissance
de son groupe fondamental est exponentielle.
Remarque.
Il existe des varie´te´s affine compactes dont le groupe fondamental n’est pas
polycyclique. C’est le cas du produit du cercle par une surface de genre supe´rieur
a` 2.
Proposition 2.3.
Soit (L0,∇L0) une varie´te´ affine compacte dont l’holonomie line´aire est in-
cluse dans Gl(n, IZ), alors L0 est la feuille d’un feuilletage lagrangien de´fini sur
une varie´te´ symplectique compacte.
Preuve.
Soit Lˆ0 le reveˆtement universel de L0, le fibre´ cotangent T
∗L0 de L0, est le
quotient de Lˆ0 × IR
n par l’action de pi1(L0) de´finie par sur Lˆ0 par les transfor-
mations du reveˆtement et sur IRn par:
h : pi1(L0)→ Gl(n, IR),
γ →t (L(hL0)(γ
−1)),
ou` L(hL0) est l’holonomie line´aire de (L0,∇L0).
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Soient e1,..,en une base de IR
n, et tei la translation de direction ei, 1 ≤ i ≤ n.
Le quotient de T ∗L0 par te1 , .., ten fibre a` fibre est une varie´te´ compacte (N,∇N ),
suspension du tore T n au-dessus de L0. La structure symplectique du cotangent
T ∗L0 se projette en une structure symplectique de N .
Soit (M,∇M ) une varie´te´ symplectique compacte munie d’un feuilletage la-
grangien L, dont (L0,∇L0) est une feuille compacte et comple`te. Il existe un
voisinage U de L0 symplectomorphorphe a` la section nulle du fibre´ cotangent de
L0. L’holonomie infinite´simale de L et celle de ∇L0 sont mis en dualite´ par la
structure symplectique. On en de´duit que la conjecture d’Auslander est ve´rifie´e
si la croissance combinatoire des feuilles du feuilletage horizontal de T ∗L0 est
polynomiale.
Milnor a demande´ si le groupe fondamental d’une varie´te´ affine est polycy-
clique. Margulis a construit un exemple de varie´te´ affine de dimension 3 dont le
groupe fondamental est un groupe libre a` deux ge´ne´rateurs. D’autres exemples
de varie´te´s affines dont le groupe fondamental est libre ont e´te´ construits par
Goldman, Drumm et Charette. Ces varie´te´s sont-elles des feuilles de feuilletages
lagrangiens?
Le groupe fondamental d’une varie´te´ affine compacte non comple`te peut
contenir un sous-groupe libre a` deux ge´ne´rateurs. Ces varie´te´s sont-elles des
feuilles de feuilletages lagrangiens ?
Examples de varie´te´s affines compactes feuilles de feuilletages la-
grangiens.
On de´finit deux feuilletages lagrangiens sur le tore de dimension 4, T 4 ayant
des feuilles lagrangiennes compactes.
Le premier exemple est le tore de dimension 4, T 4 muni de sa structure
euclidienne plate standard, il est le quotient de IR4 par les translations te1 , ..., te4 ,
ou` e1, ..., e4 est une base de IR
4. La forme symplectique est la forme ω0 =
dx1 ∧dx3+dx2 ∧dx4. Le feuilletage lagrangien est l’image du feuilletage de IR
4
par espaces affines parrale`les a` vect(e1, e2) par l’application reveˆtement.
Le second exemple est le quotient de IR4 par les transformations affines
h1(x1, x2, x3, x4) = (x1 + 1, x2, x3, x4)
h2(x1, x2, x3, x4) = (x1 + x2, x2 + 1, x3,−x3 + x4)
h3(x1, x2, x3, x4) = (x1, x2, x3, x4 + 1)
h4(x1, x2, x3, x4) = (x1 + x2, x2, x3 + 1,−x3 + x4)
La structure symplectique est la projection de ω0. Le feuilletage lagrangien
est l’image du feuilletage de IR4 par espaces affines parrale`les a` vect(e1, e2) par
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l’application reveˆtement. La feuille compacte est la projection de celle passant
par 0.
Le quotient de IR4 par les transformations affines h1, h2 t3 et t4 est une
varie´te´ symplectique. Le feuilletage lagrangien est l’image du feuilletage de IR4
par espaces affines parrale`les a` vect(e1, e2) par l’application reveˆtement.
Conside´rons une varie´te´ symplectiqueM de dimension 2n, n ≥ 2. Donaldson
a montre´ qu’il existe des sous-varie´te´s symplectiques Nm, de codimension 2m
dansM dont le groupe fondamental est isomorphe a` celui deM , si la dimension
de Nm est supe´rieure ou e´gale a` 4. Le plongement naturel de N1 →M induit in
e´pimorphisme de groupes fondamentaux. Les varie´te´s Nm peuvent eˆtre choisies
disjointes de toutes sous-varie´te´s lagrangienne N , en contenant tout point con-
tenu dans M − N . Auroux a de´montre´ que leur classe d’isomorphisme est un
invariant de la structure symplectique. On en de´duit:
Proposition 2.4.
Soit (M,∇M ) une varie´te´ affine compacte et comple`te dont l’holonomie
line´aire est contenue dans dans Gl(n, IZ), alors le compactifie´ du fibre´ cotangent
(N,∇N ) de´finie a` la proposition pre´ce´dente a` une sous-varie´te´ symplectique de
dimension 4 dont le groupe fondamental est isomorphe a` pi1(N) qui est une
extension de IZm par pi1(M).
Proposition 2.5.
Sous les hypothe`ses de la proposition pre´ce´dente, conside´rons N ′m une com-
posante connexe de p−1(Nm) par la projection p : IR
2n → N , alors N ′m n’est pas
contractible.
Preuve.
Supposons que N ′m soit contractible, l’application pi1(Nm) → pi1(N) est
un isomorphisme. Ceci implique que pi1(N) pre´serve Nˆm qui est contractible.
Les varie´te´s N et Nm e´tant des espaces d’Eilenberg Mclane, on de´duit que la
dimension de Nm est supe´rieure ou e´gale a` celle de N .
Remarque.
Le morphisme pi1(N1)→ pi1(N) est un e´pimorphisme strict car la dimension
cohomologique de pi1(N1) est 2.
Proposition 2.6.
L’ensemble p−1(Nm) est connexe, si m > 1 est n’est pas alge´brique.
Preuve.
L’ensemble p−1(Nm) est connexe car il est stable par pi1(N). Supposons
qu’il soit alge´brique, ceci entraine qu’il est stable par l’adhe´rence de Zariski de
pi1(N) dans le groupe des transformations affines Aff(IR
2n) de IR2n qui agit
transitivement sur IR2n. On en de´duit une contradiction.
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De´finition 2.1.
Soit N une varie´te´ diffe´rentiable, une fibration de Lefstchetz de´finie sur N ,
est une application h : N → U de N dans une surface de Riemann U ve´rifiant
les proprie´te´s suivantes:
h est une submersion sur N − {n1, .., np}
Sur une carte (Ui, φi) de ni, h est une fonction de morse: il existe un voisinage
(Vi, ψi) de h(ni) tel que
ψi ◦ h ◦ φ




Un pinceau symplectique sur M , est de´fini par un recouvrement de M par
des varie´te´s symplectiques de codimension 2, telles que:
Il existe une varie´te´ de codimension 4, N , telle que l’intersection de deux
varie´te´s distinctes de la famille pre´ce´dentes est N ,
L’e´clate´e de M le long de N est une fibration de Leftschetz
Donaldson a montre´ l’existence d’un pinceau symplectique sur toute varie´te´
symplectique compacte. En dimension 4 ce pinceau est une fibration de Left-
schetz dont l’image est la sphe`re, les fibres re´gulie`res sont des surfaces diffe´omorphes
a` Cl la surface compacte de genre l, La fibre en ni est obtenu en contractant
un lacet ci de Cl, le groupe fondamental de N est le quotient de pi1(Cl) par le
sous-groupe normal engendre´ par les lacets.
Proposition 2.7.
Supposons que le pinceau sur une varie´te´ symplectique quelconque M soit
une fibration, alors M est diffe´omorphe a` un produit S2 ×N .
Preuve.
L’horthogonal des fibres de la fibration symplectique est inte´grable. On
conclut grace a` un the´ore`me de Ehresmann.
Proposition 2.8.
La restriction de la connection ∇N de´finissant la structure affine de N , in-
duit sur chaque sous-varie´te´ Ni une connection syme´trique ∇Ni .
Preuve.
Soient x un e´le´ment de Ni, et X1, X2 deux champs de vecteurs de Ni.
La restriction du fibre´ tangent TN de N a` Ni, est la somme TNi ⊕ TN
′
i , ou`
TN ′i de´signe l’orthogonal de TNi par la forme symplectique. Conside´rons un
atlas affine (Ui)i∈I de (N,∇N ) pour tout champs de vecteurs Y1 et Y2 de N ,
∇NY1|Ui
Y2|Ui = dY2|Ui(Y1|Ui), ∇NiX1|Ui
X2|Ui est la projection de dX2|Ui(X1|Ui)








La restriction de la forme symplectique ωi de N a` Ni, est paralle`le relative-
ment a` ∇Ni .
Preuve.
Supposons que ωi+1 soit paralle`le relativement a` ∇Ni+1 . Conside´rons une
sous-varie´te´ de codimension 4, Li de Ni+1 telle que Ni soit la feuille d’un pinceau
sur Ni+1 dont les feuilles contiennent toutes Li. La restriction du pinceau Pi
a` Ni+1 − Li est un feuilletage singulier Fi. Soient X,Y, Z trois champs de
vecteurs de Ni, pour tout point u de Ni−Li, il existe un voisinage U de u dans
Ni+1−Li tel que la restriction de Fi a` U soit simple, U = F0×T , et les feuilles
de la restriction du feuilletage a` U sont F0× x. Soient trois champs de vecteurs
tangents aux feuilles X ′,Y ′ et Z ′ dont les restrictions respectives a` Ni − Li sont
X , Y , Z. On suppose que X ′ = (X, 0), Y ′ = (Y, 0) et Z ′ = (Z, 0) sur U . La
forme symplectique ωi+1 est paralle`le par rapport a` ∇i+1 ceci s’e´crit:
X ′.ωi+1(Y
′, Z ′)− ωi+1(∇Ni+1X′Y
′, Z ′)− ωi+1(Y
′,∇Ni+1X′Z
′) = 0.
De l’expression des champs X ′, Y ′ et Z ′ tangents aux feuilles de Fi, on
de´duit que sur Ni − Li ∩ U , on a:
X.ωi(Y, Z)− ωi(∇NiXY, Z)− ωi(Y,∇NiXZ) = 0.
Cette relation est ve´rifie´e sur Ni.
Reconstruction des varie´te´s affines symplectique a` l’aide des sur-
faces.
Soit TN ′1, l’hortogonal du fibre´ tangent TN1 de N1 pour la forme symplec-
tique. La connexion ∇M induit sur TN
′
1 une connexion ∇N ′1 .
Un proble`me important est de reconstruire les varie´te´s affines symplectiques
compactes a` partir d’une surface.
Toute varie´te´ symplectique affine se construit ainsi:
On conside`re une surface N1, un fibre´ TN
′
1 au-dessus de N1 telle que la
somme des fibre´s V = TN ′1 ⊕ TN1 ou` TN1 de´signe le fibre´ tangent de N1 soit
plate et symplectique, et la restriction de la forme symplectique ω a` TN1 n’est
pas de´ge´ne´re´e. On munit V d’une connexion sans courbure ∇V . La dualite´
symplectique induit des connexions ∇N1 , et ∇N ′1 sur TN1 et TN
′
1. On suppose
que la restriction de la forme symplectique sur N1 soit paralle`le par rapport a`
la connexion ∇N1 . Conside´rons un voisinage U de la section nulle de TN
′
1, la
connexion ∇V est de´finie par une famille de formes ωi de´finies sur un recouvre-
ment Li de N
′
1, a` ce recouvrement est associe´ un recouvrement Ui de U par des
ouverts Li ×Di, ou` Di est un disque de la fibre type de TN
′
1, on de´finit sur U
la connexion
∇UXY = dY (X) + ωi(X)Y
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Cette de´finition a un sens car les groupes structuraux du fibre´ tangent de
U et de V sont identiques. On suppose que la courbure et la torsion de la
connexion ∇V est nulle. Le groupe fondamental de U est pi1(N1), on en de´duit
une repre´sentation d’holonomie
h : pi1(N1) −→ Aff(IR
2n)
La de´vellopante de la structure affine de U est un diffe´omorphisme
D : Uˆ −→ IR2n
On suppose que l’image de h est l’holonomie d’une varie´te´ affine compacte
(M,∇M ) munie d’une forme symplectique paralle`le. La conjecture de Markus
affirme qu’une telle structure est comple`te.
Espace des modules des varie´te´ affines symplectiques.
Ce paragraphe est consacre´ a` l’e´tudes des relations entre les espaces de mod-
ules des fibre´s plats au-dessus des espaces de Riemann et des espaces des modules
des varie´te´s affines symplectiques.
D’apre`s le paragraphe pre´ce´dent, une varie´te´ affine symplectique compacte
est de´finie par une surface de Riemann N1, un reveˆtement Nˆ1 plonge´ dans
IR2n, et sous-varie´te´ symplectique pour la forme symplectique paralle`le ω, une
repre´sentation
h : pi1(N1) −→ Aff(IR
2n)
ve´rifiant:
(i) la partie line´aire pre´serve la forme symplectique ω.
(ii) L’image h(pi1(N1)) pre´serve Nˆ1 et le quotient de IR
2n par h(pi1(N1)) est
une varie´te´ affine compacte.
The´ore`me 2.10.
Soit (N,∇N ) une varie´te´ affine compacte dont le groupe d’holonomie line´aire
est contenue dans Gl(n, IZ), le groupe fondamental de N est polycyclique.
Preuve.
On a construit une varie´te´ affine (N ′,∇N ′) qui est le quotient du fibre´ cotan-
gent de N par IZn, la varie´te´ N ′ est munie d’une forme symplectique ωN ′ par-
rale`le relativement a la connexion affine. Il suffit de montrer que le groupe
fondamental de N ′ est polycyclique.
Soit N1 une surface de Donaldson contenue dans N
′ telle que l’application
naturelle pi1(N1) → pi1(N
′) soit surjective. Il a e´te´ montre´ par Weinstein que
les classes de Chern d’ordre impaire pour toutes structures pseudo-complexes
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sous-jacentes a un fibre´ symplectiques qui contient un sous-fibre´ lagrangien sont
nulles. Il en re´sulte que les classes de Chern d’ordre impaires de TN ′ sont
nulles pour toutes structures pseudo-complexes subordonne´e car les fibres de la
projection N ′ → N sont des tores lagrangiens. On en de´duit que la premie`re
classe de Chern de TN ′|N1 la restriction de TN
′ a` N1 est nulle. Ceci implique
que TN ′|N1 est un fibre´ complexe trivial.
Les fibre´ complexes au-dessus de N1 sont classifie´s par leurs premie`re classe
de Chern. Le fibre´ normal de N1 peut eˆtre re´alise´ comme un fibre´ holomorphe.
D’apre`s le the´ore`me d’identication des sous-varie´te´ symplectiques a` fibre´ normal
isomorphes, on peut supposer que la structure presque complexe sur un voisinage
U de N1 est inte´grable.
Soient v1, .., vn une trivialisation complexe de TN
′
|N1
, on peut e´tendre les
vecteurs v1, .., vn sur un voisinage de N1 en des champs de vecteurs complexes
en suivant les ge´ode´siques suivant l’orthogonal pour la structure symplectique
du fibre´ tangent de N ′1.
N1 e´tant compacte, les coordonne´es de [vi, vj ] dans la trivialisation complexe
vl, sont des fonctions holomorphes de N1 d’apre`s le the´ore`me du prolongement
analytique, elle sont donc constantes. On de´finit ainsi une alge`bre de Lie H et
on note H le groupe de Lie simplement connexe correspondant.
Soit N ′1 une composante connexe de p
−1(N1), ou` p : Nˆ → N
′ est la pro-
jection reveˆtement et Nˆ le reveˆtement universel de N ′, on de´note par U ′ une
composante connexe de p−1(U) contenant N ′1. Les champs v1, .., vn se rele`vent
sur U ′ en des champs holomorphes v′1, .., v
′
n holomorphes. Le groupe H est
aussi d’alge`bre de Lie engendre´e par v′1, .., v
′
n et agit sur U
′ comme un pseu-
dogroupe transitif, Soit x0 un e´le´ment de U
′, et γ un e´le´ment de pi1(N), il existe
un e´le´ment hγ de H tel que γ(x0) = hγ(x0). Le voisinage U
′ s’identifie a` un
ouvert de U” de H . Pour tout e´le´ment x de U ′, il existe un e´le´ment n de U ′
tel que n(x0) = x, nhγ(x0) = γ(n(x0)) puisque pi1(M) pre´serve H, on de´duit
que l’action de pi1(M) sur N
′
1 coincide avec l’action a` droite d’un sous-groupe
discret de H sur U ′ isomorphe a` pi1(N).
Conside´rons la de´composition d’Iwasawa deH = CAN , ou`H est compact, A
abe´lien etN nilpotent. C∩pi1(N) est fini, car pi1(N) est discret, quitte a` se placer
sur un reveˆtement fini de N tel que les valeurs propres de l’holonomie line´aire
n’ont pas d’ordre fini (voir Raghunatan), on peut supposer que C ∩ pi1(M) est
l’identite´. Le quotient H/Cpi1(N) est une varie´te´ Eilenberg Maclane qui a le
meˆme type d’homotopie que la varie´te´ d’Eilenberg Maclane N , on de´duit que
H/Cpi1(N) et N ont meˆme dimension, car N est compacte, ceci implique C est
l’identite´ et que H est re´soluble, on en de´duit que pi1(N) est re´soluble.
Corollaire.
Les conjectures d’Auslander et de Markus sont vraies si l’holonomie line´aire
est contenue dans Gl(n, IZ).
Genre de la surface de Donaldson.
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Soit (N,∇N , ωN) une varie´te´ affine compacte comple`te munie d’une forme
symplectique ωN , le but de cete partie est de de´terminer le genre de la surface
de Donaldson N1 en fonction de la dimension 2n de N
Proposition.
Le genre de la surface de Donaldson N1 de (N,∇N , ωN ) est supe´rieur a` n,
dim(N) = 2n si (N,∇N ) est comple`te et son groupe fondamental est re´soluble.
Preuve.
Sous les hypothe`ses du the´ore`me, (N,∇N ) a un reveˆtement fini (N
′,∇N ′)
qui est le quotient d’un groupe de Lie re´soluble par un re´seau Γ. Le nombre
minimal de ge´ne´rateur de Γ est 2n, La varie´te´ de Donaldson N1 se rele`ve en
une varie´te´ de Donaldson N ′1 de N
′, comme l’application pi1(N
′
1) → pi1(N) est
surjective, on en de´duit que le nombre de ge´ne´rateurs de N ′1 donc de N1 est
supe´rieur a` 2n, et par suite le genre de N1 est supe´rieur a` n.
3. Conjecture de Markus et feuilletage transversallement mesurable.
Markus a conjecture´ qu’une varie´te´ affine compacte (M,∇M ) est comple`te
si est seulement si elle est unimodulaire. Ceci signifie que le groupe d’holonomie
line´aire est un sous-groupe de Sl(n, IR).
Supposons que la varie´te´ affine compacte (L0,∇L0) est la feuille d’un feuil-
letage lagrangien L de´fini sur la varie´te´ symplectique (M,ω). Conside´rons un
voisinage V de L0 diffe´omorphe au quotient de Lˆ0×T , ou` T de´signe une transver-
sale lagrangienne, et la restriction de L a` V est le feuilletage suspension. L’action
produit de pi1(M) est de´fini sur Lˆ0 par les transformations de reveˆtements et
sur T par l’holonomie du feuilletage. Puisque la dualite´ symplectique de´finie
un isomorphisme entre l’holonomie infinite´simale de L et l’holonomie line´aire
de (L0,∇L0), on de´duit que l’holonomie de L pre´serve une me´sure de T . Ceci
conduit a` la conjecture suivante:
Conjecture 3.1.
Une varie´te´ affine compacte (L0,∇L0) est comple`te si et seulement si elle
est la feuille d’un feuilletage lagrangien muni d’une mesure transverse dont le
support contient un voisinage de L0.
Plante a montre´ que la croissance d’une feuille contenue dans le support
d’une me´sure transverse d’un feuilletage de codimension 1 est polynomiale. Ce
re´sultat n’est pas vrai en codimension supe´rieure comme le montre certaines
suspensions de S2.
Une varie´te´ affine compacte (L0,∇L0) et comple`te dont le groupe fondamen-
tal est polycyclique est unimodulaire. Une varie´te´ affine compacte et comple`te
est-elle la feuille d’un feuilletage lagrangien d’une varie´te´ symplectique compacte
munie d’une me´sure transverse dont le support contient un voisinage sature´ de




Soit (M,∇M , ωM ) une varie´te´ affine compacte muni d’un feuilletage lagrang-
ien L ayant une feuille compacte L0 dont le groupe fondamental est un sous-
groupe normal de pi1(M), alors M est le quotient du fibre´ cotangent de Lo par
un groupe de symplectomorphismes affines.
Preuve.
Le quotient de IR2n par par la restriction de l’holonomie a` pi1(L0) est le
fibre´ cotangent de L0, puisque pi1(L0) est normal dans pi1(M), on de´duit que
(M,∇M ) est le quotient de T
∗L0 par pi1(M)/pi1(L0).
Classification des varie´te´s symplectiques munies d’un feuilletage
lagrangiens.
Soit (M,ω,L) une varie´te´ symplectique munie d’un feuilletage lagrangien
L, ayant une feuille compacte (L0,∇L0). Supposons qu’il existe une action
paralle`le du cercle T 1 sur (L0,∇L0) pour la connexion ∇L0 , Molino a e´tendu
l’action du cercle en une action hamiltonienne a` M , et construit la re´duction de
Marsden-Weinstein (M1, ω1) pour cette action. Cette dernie`re varie´te´ est munie
d’un feuilletage lagrangien L1 qui a une feuille symplectique compacte L1, qui
est la base d’un fibre´ affine d’espace total L0.
Supposons que la feuille L0 est diffe´omorphe au tore de dimension n, T
n, sa
structure affine est de´finie par une alge`bre associative et commutative H, dont
l’alge`bre de Lie associe´e est celle du groupe commutatif H . Le tore T n est le
quotient de H par un re´seau. Le groupe H est aussi la composante connexe
du groupe des automorphismes affines de (L0,∇L0). Ceci permet d’identifier le
produit associatif de H a` la restriction a` H du produit associatif de aff(IRn)
de´fini par:
(C, c).(D, d) = (CD,C(d))
ou` C, et D de´signent des e´le´ments de gl(n, IR) et c, d des e´le´ments de IRn.
Conside´rons les ge´ne´rateurs γ1, ..., γn de pi1(L0), Il existe des e´le´ments (C1, c1),...,(Cn, cn)
de aff(IRn) tels que γi = exp((Ci, ci)), on dira que la structure associative de
H est rationnelle si le IQ espace vectoriel engendre´ par (C1, c1), ..., (Cn, cn) est
stable par le produit associatif.
Proposition 3.3.
Soit (M,∇M ) une varie´te´ affine diffe´omorphe au tore, supposons que l’alge`bre
associative qui de´finit sa structure affine soit rationnelle, alors il existe une ac-
tion du cercle paralle`le S1 sur (M,∇M ).
Preuve.
Soit (C, c) un e´le´ment du IQ−espace vectoriel engendre´ par (C1, c1), ..., (Cn, cn)
tel que (C, c).(C, c) = (C2, C(c)) = 0. (C, c) = α1(C1, c1) + ... + αn(Cn, cn).
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Puisque les αi sont rationels, il existe un entier p tel que pαi est un entier.
L’e´le´ment exp(p(C, c)) appartient a` pi1(L0), on conclut en utilisant Tsemo.
Corollaire 3.4.
Soit (M,ω) une varie´te´ symplectique munie d’un feuilletage lagrangien L
qui a une feuille compacte L0 diffe´omorphe au tore, et dont la structure affine
est comple`te, il existe une suite de varie´te´s affines (Ml, ωl), ..(M1, ω1) telles que
(Ml, ωl) est (M,ω), est (M1, ω1) est un tore, de plus (Mi, ωi) est la re´duction
de Marsden-Weinstein de (Mi+1, ωi+1) sur laquelle agit un cercle.
Preuve.
Il existe une translation tu appartenant a` pi1(L0) car la structure affine de L0
est rationnelle. Cette action s’e´tend en une action hamiltonienne de (M,ω). La
re´duction de Marsden-Weinstein de (M,ω) est la varie´te´ symplectique (M1, ω1)
munie d’un feuilletage lagrangien ayant une feuille compacte L1 dont la structure
affine est aussi rationnelle. On peut re´iterer le proce´der.
Il existe des structures affines sur le tore de dimension 2 dont le groupe
d’holonomie ne contient pas de translations.
Conside´rons le groupe de Lie de dimension deux H de Aff(IR2) dont les
e´le´ments sont fs,t(x, y) = (x + sy +
s2
2
+ t, y + s). Ce groupe agit simplement
et transitivement sur IR2. Soit h un re´el non rationnel. Le sous-groupe I de H
engendre´ par fh,0 et f1,1 est un re´seau de H . Le quotient de H par I de´finit
une structure affine sur le tore dont l’holonomie ne contient pas de translation.
Plus ge´ne´ralement conside´rons une suite de varie´te´s affines compactes (Ln,∇Ln)→
...→ (M1,∇L1) telle que l’application (Li+1,∇Li+1)→ (Li,∇Li) soit une fibra-
tion affine dont les fibres sont de´finies par une action paralle`le du cercle sur
(Li+1,∇Li+1). On suppose aussi que (Li+1,∇Li+1) est la feuille d’un feuilletage
lagrangien sur une varie´te´ symplectique (Mi+1, ωi+1). La re´duction de Marsden-
Weinstein (Mi, ωi) pour l’extension de l’action du cercle est une varie´te´ symplec-
tique (Mi, ωi) munie d’un feuilletage lagrangien ayant (Li,∇Li) comme feuille.
Dans la partie suivante on classifiera les germes des feuilletages au voisinage de
Li.
Classification du voisinage d’une feuille compacte d’un feuilletage
lagrangien.
Dans cette partie on rappelle la classification effectue´e par Molino et Curras-
Bosch qu’on ge´ne´ralise.
Conside´rons une varie´te´ affine compacte et comple`te (L0,∇L0), x0 un e´le´ment
de L0, et h∇0 l’holonomie de (L0,∇L0), on identifie Tx0L0 a` T
∗
0 IR
n muni de sa
connexion plate canonique. La partie line´aire h′∇0 de l’holonomie induit une
re´pre´sentation h′∇0 : pi1(L0)→ T
∗IRn.
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Supposons aussi de´finie une repre´sentation hx0 : pi1(L0) → Diff(IR
n).
Celle-ci est l’holonomie d’un feuilleutage lagrangien qui a pour feuille compacte
la varie´te´ affine (L0,∇L0) si et seulement si, pour tout e´le´ment de D0, l’ensemble
des fonctions diffe´rentiables de´finies sur un voisinage de 0 telles que f(0) = 0,
on a
(1) h∇L0 (γ) ◦ d0 = d0 ◦ hx0(γ
−1)∗,
ou` h∗x0(γ)(f) = f ◦ hx0(γ).
La repre´sentation h′∇L0
munie T ∗0 IR
n d’une action de pi1(L0), on notera
H∗(pi1(L0), T
∗IRn) les espaces de cohomologies correspondant. L’obstruction
radiante γ → h∇L0 (0) de´finit un e´le´ment [h
′
∇L0
] de H1(pi1(L0), T
∗IRn).
La re´pre´sentation hx0 muni D0 d’une structure de module de´fini par
γ ◦ f = f ◦ hx0(γ
−1)







On en de´duit le the´ore`me:
The´ore`me 3.5.
Les germes de feuilletages lagrangiens ayant (L0,∇L0) comme feuille com-
pacte et pour holonomie hx0 sont classifie´s a symplectomorphismes pre`s par les
e´le´ments de d∗0
−1([h∇0 ].
Classification des germes de feuilletages lagrangiens autour d’une
feuille compacte (L0,∇L0) dont la structure affine n’est pas force´ment
comple`te.
Dans cette partie on ge´ne´ralise la classification de Molino et Curras-Bosch
sans supposer que la structure affine (L0,∇L0) soit comple`te. Une autre classi-
fication a e´te´ obtenue par les auteurs pre´ce´dents.
On peut identifier un voisinage de L0 dans M a` un voisinage de la section
nulle de T ∗L0, et e´tendre l’application de´veloppement D0 : Lˆ0 → IR
n en une
application D : T ∗Lˆ0 → IR
2n telle que pour tout e´le´ment (x, y) de T ∗Lˆ0, on
a D(x, y) = (D0(x), y). Cette identification est possible car T
∗Lˆ0 est un fibre´
trivial. Conside´rons une transversale T qu’on identifie a` un ouvert contractible
de la fibre de x0. Le feuilletage lagrangien dans U0 est de´fini par une suspension.
Son releve´ sur U0 = L0×T est le feuilletage dont les feuilles sont les sous-varie´te´s
L0×y. Pour chaque e´le´ment x de L0, la dualite´ symplectique identifie T
∗(x×T )
a` T ∗x Lˆ0. On peut aussi identifier T
∗(x× T ) a` T ∗(x0 × T ).
Soit Ux un voisinage de 0 dans TxL0 telle que la restriction de expx∇L0
=
expx, l’exponentielle associe´e a` la connexion affine a` Ux soit injective. La dualite´
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symplectique permet d’identifier Ux a` un ouvert Vx de T
∗(x×T ) = T ∗(x0×T ).
On de´finit ainsi une carte Vx → Lˆ0. En utilisant la me´thode bien connue de
construction d’une de´veloppante, on obtient une application D0 : Lˆ0 → T
∗Tx0 .
On a
(1) h∇L0 (γ) ◦ dx0 = dx0 ◦ hx0(γ
−1)∗,
ou` h∗x0(γ)(f) = f ◦ hx0(γ).
Re´ciproquement conside´rons une varie´te´ affine compacte (L0,∇L0) et hx0 :
pi1(L0) → Diff(IR
n) une repre´sentation. De´finissons sur IR2n la forme sym-
plectique dont le releve´ par la de´veloppante est la forme symplectique de T ∗Lˆ0
releve´e de celle de T ∗L0 par l’application reveˆtement. Comme au-dessus, la
dualite´ symplectique permet d’identifier la de´velopante de la structure affine
(L0,∇L0) a` une application Lˆ0 → T
∗IRn. Le fait que l’holonomie de (L0,∇L0)
pre´serve le releve´ de la structure symplectique IRn × Lˆ0 signifie que:
(1) h∇L0 (γ) ◦ d0 = d0 ◦ hx0(γ
−1)∗,







On a le the´ore`me de classification:
The´ore`me.
Les germes de feuilletages lagrangiens autour de (L0,∇0) dont l’holonomie
du feuilletage est hx0 sont classifie´s a` symplectomorphismes pre`s par les e´le´ments
de d∗0
−1([h∇L0 ].
Revenons a` la classification initiale, on supposera que la varie´te´ affine (Li,∇Li)
est compacte et comple`te. Etant donne´ une classe d’isomorphisme de feuilletage
e1 autour de (L1,∇L1), on classifie les germes de feuilletages autour de (L2,∇L2)
dont la re´duction de Marsden-Weinstein est le germe e1.
Soit x2 un e´le´ment de L2 dont l’image par la projection L2 → L1 est x1. Un
germe de feuilletage autour de (L2,∇L2) est de´finie par une repre´sentation hx2 :
pi1(L2) → Diff(IR
n+1) ve´rifiant la relation (1). Supposons que la re´duction
de Marsden-Weinstein de ce germe est la varie´te´ (M1, ω1) munie un feuilletage
lagrangien ayant pour feuille (L1,∇L1) et tel que le germe autour de (L1,∇L1)
est e1. On a la proposition suivante:
Proposition 3.7.








Conside´rons l’application moment J : U2 → IR, on a suppose´ que J
−1(0)
contient L2. La transversale T2 au feuilletage est diffe´omorphe a` un ouvert de
IRl1+1. Il suffit de remarquer qu’on peut supposer que l’application moment
est une fonction coordonne´e au voisinage de 0. Pour le prouver, on remarque
que la fonction utilise´e pour e´tendre l’action du cercle dans un voisinage de
L2 Voir Molino The´ore`me 3.2 p. 186 doit de´pendre uniquement d’une seule
coordonne´e dans un voisinage de 0, puisque la fonction basique associe´e coincide
avec l’application moment dans un voisinage.
On va noter e2 la classe d’isomorphisme de ce germe, et on va munir l’ensemble
des couples (e1, e2), e1 est fixe´, d’une structure de gerbe.
Conside´rons le site EtL0 dont les objets sont les reveˆtements de L0 et les
morphismes, les morphismes de reveˆtements. A tout objet e de EtL0 on associe
la cate´gorie symp(e, L0) de germes de feuilletages lagrangiens qui ont e comme
feuille, et telle que l’holonomie du feuilletage d’un objet de symp(e, L0) en un
point xe au-dessus de x0 est donne´e par la restriction de hx0 a` pi1(e). Les
automorphismes des objets de symp(e, L0) sont les exponentiels des champs
hamiltoniens des fonctions basiques du feuilletage lagrangien. Il est facile de
montrer que la correspondance e → symp(e, L0) est une gerbe sur EtL0 . Ceci
signifie que les axiomes suivanrs sont ve´rifie´s:
- Pour toute fle`che U → V entre e´le´ments de symp(e, L0), on a un morphisme
rU,V : symp(V, L0)→ symp(U,L0) telle que rU,V ◦ rV,W = rU,W .
- Condition de recollement pour les objets.
Conside´rons une famille couvrante (Ui)i∈I d’un objet U de EtL0 , pour
chaque i, un objet xi de symp(Ui, L0). Supposons qu’il existe une applica-
tion gij : rUi∩Ui,Uj (xj) → rUi∩Ui,Ui(xi) telle que gijgjk = gik, alors il existe un
objet x de symp(e, L0) tel que rUi,U (x) = xi.
-Condition de recollement pour les fle`ches.
Conside´rons deux objets P etQ de symp(L0, L0) l’applicationU → Hom(rU,L0(P ), rU,L0(Q))
est un faisceau.
- Il existe une famille couvrante (Ui)i∈I de EtL0 telle que pour tout i la
cate´gorie symp(Ui, L0) n’est pas vide.
- Soit U un objet de EtL0 , pour tous objets x et y de symp(U,L0), il existe
une famille couvrante (Ui)i∈I de U telle que les objets rUi,U (x) et rUi,U (y) sont
isomorphes.
Toute fle`che de symp(U,L0) est inversible, et il existe un faisceau en groupes
commutatifs H sur EtL0 tel que pour tout objet de symp(U,L0), Hom(x, x) =
H(U), et cette identification commute avec les restrictions.
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Remarque.
La gerbe que nous venons d’e´tudier est une gerbe triviale comme le montre
le the´ore`me de classification. Nous l’appelerons symp(L0). Soit u une section
globale de symp(L0), L0u le releve´ de L0 a` u a` savoir la feuille de u qui se
projette sur L0. Conside´rons une transversale lagrangienne T en L0u, la du-
alite´ symplectique permet d’identifier f au feuilletage vertical de T ∗Tx0. Les
automorphismes de cet objet sont les automorphismes verticaux du feuilletage.
C’est un groupe commutatif puisque T est lagrangien, ces e´le´ments sont les
exponentiels de champs hamiltoniens.
Le cas ge´ne´ral.
Conside´rons (Ll,∇Ll)→ ...→ (L1,∇L1) une suite de varie´te´s affine comple`tes
telles que fi : (Li+1,∇Li+1)→ (Li,∇Li) est une fibration affine dont les feuille
sont les orbites d’une action paralle`le du cercle. Le but de cette partie est de clas-
sifier les suites de germes de feuilletages lagrangiens Ui telles que: (Li+1,∇Li+1)
est une feuille de Ui+1, est Li est une feuille la re´duction de Marsden-Weinstein
de Ui+1.
Le germe de feuilletage lagrangien de Ui est de´fini par une repre´sentation
pi1(Li) −→ Diff(IR
n)







Ou` Diff ′(IRn+1) de´signe les automorphismes se projettant sur IRn. Si e1 un
objet de symp(L1), on associe a` e1 la gerbe symp(e1, L2) de´finie sur le site EtL2 ,
telle que pour tout objet e2 de EtL2 , les objets de la cate´gorie symp(e1, L2)(e2)
sont les germes U2 de feuilletages lagrangiens qui ont (L2,∇L2) comme feuille,
et telle que la re´duction de Marsden-Weinstein par l’action du cercle est un
feuilletage lagrangien qui a L1 comme feuille, et le germe autour de L1 est
isomorphe e1.
Supposons de´finie la gerbe symp(Lp, e1, ..., ep−1) et soit ep un objet de cette
gerbe. On va de´finir la gerbe symp(Lp+1, e1, .., ep) au-dessus du site EtLp+1 ,
dont les objets sont les germes de feuilletages lagrangiens Up+1 qui ont Lp+1
comme feuille, et tels que la re´duction de Marsden-Weinstein par l’action du
cercle a Lp comme feuille et le germe de ce feuilletage lagrangien autour de Lp
est isomorphe a` ep.
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Les gerbes symp(Lp+1, e1, ..., ep) sont des gerbes triviales. Pour tout objets
ep et e
′
p de symp(Lp, e1, ..., ep−1) et tout morphisme f : ep → e
′
p il existe un
foncteur f∗ : symp(Lp+1, e1, ..., e
′
p) → symp(Lp+1, e1, ..., ep) tel qu’il existe un
isomorphisme
c(f, g) : (fg)∗ → g∗f∗
satisfaisant la condition de 1−descente
(Id ∗ c(f, g) ◦ c(fg, h) = c(g, h) ∗ Id ◦ c(f, gh)
Supposons que la dimension de L1 est l1, la dimension de Li est l1 + i− 1.
On va noter par Di les germes en 0 des fonctions diffe´rentiables de IR
l1+i−1
qui s’annulle a` l’origine. L’holonomie en xi munie Di d’une structure de pi1(Li)
module en posant:
γ ◦ f = f ◦ hxi(γ
−1)
La diffe´rentielle di en l’origine induit un isomorphisme:
d∗i : H





Les classes d’isomorphismes de feuilletages dont l’holonomie est hxi sont
classifie´es par d∗i
−1([h∇i ]).
Etant donne´ une section globale ei de symp(Li) classifie´e par la classe ci ∈
H1(pi1(Li), Di), on va de´terminer le cocycle classifiant des sections globales de
symp(Li+1) qui donnent lieu a` ei.
La surjection pi1(Li+1)→ pi1(Li) et le diagramme commutatif (1) induisent
le diagramme suivant:
H1(pi1(Li+1), Di+1) −→ H
1(pi1(Li), IR
l1+i)
fi ↓ gi ↓




L’image des cocycles classifiant des e´le´ments de symp(Li+1) par fi est ci.
Soient γ1, ..., γl1+i−1 les ge´ne´rateur de pi1(Li), on supposera que si j ≤ i,
γ1, ..., γl1+j−1 sont les ge´ne´rateurs de pi1(Lj). Remarquons puisque nous avons
suppose´ que (L2,∇L2) est fibre´ en cercle au-dessus de (L1,∇L1), on peut sup-
poser que hx2(γl1+1) est l’identite´, c’est a` dire est le ge´ne´rateur de pi1(L2) qui
pre´serve la fibre du fibre´ en cerle.
Soit c1 le cocycle qui de´finit la classe d’isomorphisme du germe U1, c1(γ1)
est le germe d’une fonction diffe´rentiable de´finit sur IRl1 . Soit γ′ un e´le´ment
de pi1(L2) au-dessus de γ1, c2(γ
′) est le germe d’une fonction diffe´rentiable de
IRl1+1 au-desssus de c1(γ1).
Conside´rons L(hi), l’holonomie line´aire de la varie´te´ affine (Li,∇Li), et
e´crivons IRl1+1 = IRl1 ⊕ IR. Pour tout e´le´ment γ ∈ pi1(L2), L(h2(γ)) de´pend de
p2(γ) et de la projection de L(h2(γ)) sur IRel1+1 paralle`lement a` IR
l1 qui est un
cocycle d2 qui est un cocycle pour l’action triviale de pi1(L2) sur IRel1+1.
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Nous allons supposer que les holonomies sont line´arisables dans des voisi-
nage des feuilles Li. Nous allons de´terminer les relations entre les cocycles qui
de´finissent les e´le´ments de symp(L2, e1) et le cocycle classifiant de e1.
Pour tout e´le´ment e2 de symp(e1, L2), nous allons de´terminer les relations
entre son cocycle classifiant et celui de e1.
Pour tout e´le´ment γ de pi1(L1), on conside`re une fonction c2(γ) de IR
l1+1
au-dessus de c1(γ) ceci signifie qu’il existe une fonction f2(γ) telle que
c2(γ) = c1(γ)(x1, .., xl1) + f2(γ)(xl1+1)
et pour γl1+1, on conside`re un e´le´ment c2(γl1+1) qui se projette sur 0, c’est
a` dire une fonction de xl1+1 la l1+1−cooedonne´e. Le fait que c2 soit un cocycle
implique que:
c2(γl1+1γ) = c2(γl1+1) + c2(γ)
Pour tout e´le´ment γ de pi1(L2),
c2(γγ
′) = c2(γ) + γc2(γ
′) =




′) = f2(γ) + f2(γ
′) ◦ d2(γ)
Plus ge´ne´ralement, le cocycle ci(h) d’un e´le´ment de symp(Li) est de´terminer
par un germe de fonction diffe´rentiable fi(h) de IRel1+i−1 tel que
ci(h)(γ) = ci−1(pi(γ) + fi(h)(γ)
qui satisfait
fi(h)(γγ
′) = fi(h)(γ) + fi(h)(γ) ◦ di(γ).
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